Exercicios complementares

Cap.1 Equacoes diferenciais

1. Considere a equagao diferencial
y +y*=0.

a) Verifique se a equagao tem solugbes constantes, e em caso
afirmativo, determine-as.

b) Determine a solucao y(z) da equagao que verifica a condi¢ao

inicial y(0) = 3.

2. Considere a equagao diferencial
Y =2(1+t)(1+y).

a) Verifique se a equagao tem solugdes de equilibrio (ou seja,
solugdes constantes).

b) Determine a solucao y(t) da equagao que verifica a condi¢ao
inicial y(0) = 1.
3. Resolva o problema de valores iniciais

Yy — 2ty = et?

y(0) =1

4. Considere a equacao diferencial

y = 2z/1 — 4y2.
a) Verifique se a equagao tem solugdes de equilibrio (ou seja,
solugdes constantes), e em caso afirmativo, determine-as.

b) Determine a solucao y(z) da equagao que verifica a condic¢ao
inicial y(‘/T;) = 0.



5. Resolva o problema de valores iniciais
xy 42y = €*

y(1) =—1

2
6. Determine a solucao geral da equacao y' -+ Yoz
r x

7. Considere a equacao diferencial xy’ — y = y%.
(a) Verifique se a equagao admite solugdes de equilibrio (ou seja,
solugdes constantes), e em caso afirmativo determine-as.

(b) Determine a solucao y(x) da equagao que verifica a condigao
inicial y(1) = —2.

8. Resolva o problema de valores iniciais

2

Yy + 2xy = e~

y(1) =1

9. Considere a equacdo diferencial 7%y = y*(x — 4).

(a) Verifique que a solucao da equagao que satisfaz a condigao inicial
y(—1) = 0 é constante, e diga se existem outras solugoes
constantes da equacao.

(b) Determine a solucao y(x) da equagao que verifica a condigao
inicial y(—1) = 1.

10. Considere a equacgao diferencial y' = 2z(1 + 2y).

(a) Determine a solucao y;(x) que verifica a condigao inicial

W= L

(b) Determine a solucao y(x) que verifica a condi¢ao inicial
y(=1) =0.



Cap.2 Espacos vectoriais reais

2 2
2 Y2

1. Considere a superficie definida por z 5 5

a) Identifique as intersecgoes da superficie com os planos
coordenados.

b) Classifique a superficie.

c) Justifique que se trata de uma superficie de revolugao, e explique
qual é a revolugao (isto é, indique que curva roda em torno de
que €ixo).

d) Escreva a equacao da superficie que se obtém desta por reflexao
no plano z = y.

2. Considere as superficies S; e Sy definidas respectivamente por

x? 22

y:?—F? e (y—4pP=2"+22

a) Classifique as superficies, descrevendo brevemente a sua posigao
e orientagao (com um esbogo, se preferir).

b) Determine o conjunto intersec¢ao das superficies, e descreva-o
geometricamente.

c) Represente em coordenadas cilindricas a superficie que se obtém
de S} por reflexao no plano z = y.

3. Considere a superficie definida em R?® por 322 — 3y? + 22 = 1.
a) Determine as intersecgoes da superficie com os planos
coordenados.
b) Identifique a superficie.
c) Diga, justificando, se se trata de uma superficie de revolugao.

d) Escreva a equacao da superficie que se obtém por reflexao desta
no plano z = y.

e) Escreva a equacdo da superficie em coordenadas esféricas.



4. Considere as superficies S e S5 definidas respectivamente pelas
equacoes 22 + > + 22 =4dzex® +yP 4+ 2 = %

a) Identifique completamente as superficies, indicando também se
sao de revolugao.

b) Determine e descreva geometricamente a intersecgao das
superficies.

c) Converta as equagoes das superficies em coordenadas esféricas,
apresentando o resultado na forma mais simplificada possivel.

d) Escreva as equagoes e descreva geometricamente as superficies
que se obtém de

(i) S; por reflexdao no plano xy,

(i) Sy por reflexdo no plano x = 2.

5. Considere a superficie 22 + y? — 22 — 22 = 0.

(a) Classifique a superficie.

(b) Justifique que se trata de uma superficie de revolugao, e descreva
essa revolucao (isto é, indique que curva roda em torno de que
eixo).

(c¢) Escreva (na forma mais simplificada possivel) a equagao da
superficie em coordenadas esféricas.

(d) Escreva a equacao da superficie que se obtém desta por reflexao
no plano y = z.



Cap.3 Funcoes vectoriais

1. Considere a curva em R? definida por

ot 1—t?
u(t) = ( 1) , teR.

14827 14827
a) Verifique que o vector tangente a curva é ortogonal a
u(t), vVt € R.

b) Identifique geometricamente a curva.
Sugestao: utilize as coordenadas cilindricas r e z .

2. Considere a curva em R? definida por
u(t) = (2sint,4t,2cost), teR.

a) Identifique a curva, descrevendo brevemente a sua posigao (com
um esbogo, se preferir).

b) Escreva a equagao da recta tangente a curva no ponto

2
(1,3, V3).

3. Considere a curva em R? definida parametricamente por
u(t) = (¢,t%,83) .

a) Determine a recta tangente a curva num ponto genérico.

b) Determine os pontos da curva em que a recta tangente é paralela
ao plano x + 2y + z = 4.

4. a) Determine a equagao da recta tangente a curva definida por
u (t) = costi+sintj+ log(1+ t) k no ponto

1 V3 2m

——, —,log(1+ —).

b) Verifique se existe algum ponto da curva em que a tangente seja
perpendicular a curva.



5. Considere a curva em R? definida por
u(t) = (2cos®(t) , 2sin(t) cos(t) , 2sin(t)) , teR.

Determine a recta tangente e o plano normal a curva no ponto

(1,1,v/2).

6. Descreva geometricamente a seguinte curva (pode fazer um esbogo, se
preferir):

7. Considere a curva em R? definida por
r(t) = (e "cost, e 'sint, e7"), t>0.

a) Determine a recta tangente a curva no ponto
V3 - 1 = _z
<T€ 6, 56 6,€ 6.

b) Identifique geometricamente a curva (por um esbogo, se preferir).

8. Considere a curva no plano definida por r(t) = ti + (1 + %)j.

(a) Determine os pontos da curva em que o vector posicao r(t) e o
vector tangente 1’(t) (i) sdo perpendiculares; (ii) tém a mesma
direccao e sentido; (iii) tém a mesma direccao e sentidos
contrarios.

(b) Esboce a curva r(t).

(c) Identifique a superficie obtida por rota¢ao da curva r(t) em torno
do eixo y, e escreva a sua equacao em coordenadas esféricas.

9. Considere a curva em R? definida por
r(t) = (et . et log t)

(a) Determine o dominio D de r.

(b) Determine o vector tangente e a equacao da recta tangente a
curva no ponto (e, —,0).
e

(c¢) Determine a projecgdo da curva no plano zy .



Cap. 4 Funcoes de varias variaveis: calculo diferencial

1. Considere a funcao f : D C R? — R definida por
flx,y) =22 +y?—4+log(x —y+1).
(a) Determine o conjunto D - dominio de f.
(b) Determine o interior, a fronteira e o fecho de D.

(c) Diga, justificando, se D é aberto, fechado, ou nem aberto nem
fechado.

2. Considere a funcao f : D C R? — R definida por
[z, y) = (log(1 — 2y))~".
(a) Determine o conjunto D - dominio de f.
(b) Determine o interior, a fronteira e o fecho de D.

(c) Diga, justificando, se D é aberto, fechado, ou nem aberto nem
fechado.

3. Considere a funcao f : R? — R definida por

I'2y

flay) =3¢ TV
0 se (z,y)=(0,0)

(a) Estude a continuidade de f em R2

(b) Calcule as derivadas parciais de f nos pontos (z,y) € R? tais que

se  (z,y) # (0,0)

(z,y) # (0,0).
0 9]
(c) Calcule 8_£<0’0) e 8—5(0,0).

(d) Estude a diferenciabilidade de f em (0,0).

4. Considere a funcao f : R? — R definida por

132

floy) =4 V&Y

0 se (x,y)=(0,0)

se (z,y) # (0,0)



(a) Estude a continuidade de f em R2.

(b) Calcule (caso existam) %(0,0) e 2—5(0,0).

(c¢) Estude a diferenciabilidade de f em (0,0).

5. Considere a funcao f : R? — R definida por

T e (a,y) #(0,0)

/22 4 2
floy) =4 V&Y
0 se (z,y) = (0,0)
(a) Estude a continuidade de f em R2.
of of

(b) Calcule (caso existam) %(0,0) e a—y(0,0).

(c) Estude a diferenciabilidade de f em (0, 0).

6. Considere a fungao f definida por

32 — xy
3/2 1 .3
fla,y)=4 T TV

0 se y=—x

se y# =z

a) Determine o dominio de f.

(a)

(b) Estude a continuidade de f.
)
)

(c) Calcule (caso existam) %(0,0) e 3—5(0,0).

(d) Estude a diferenciabilidade de f em (0,0).

7. Considere a funcao f : R? — R definida por

T s @) #0.0)

flz,y) =
0 se (z,y) =(0,0)

(a) Estude a continuidade de f em R? (caso considere 1itil, poderd
utilizar a curva y =1 — €).



. of of
(b) Calcule (caso existam) %(0,0) e a—y(0,0).

(c) Estude a diferenciabilidade de f em (0,0).

8. Considere a funcao f : R* — R definida por
f(x7y): 5(76+2y2

(a) Verifique que os limites direccionais de f no ponto (0,0) existem
e sdo todos iguais, mas que f nao é continua em (0,0) (caso
considere 1itil, poderd utilizar a curva y = x3). 1]

(b) Verifique, calculando-as, que existem as derivadas direccionais de
f no ponto (0,0) segundo todas as direcgdes. 1]

(¢) O que pode concluir sobre a diferenciabilidade de f no ponto
(0,0)? [1]

9. Considere a funcao f : R? — R definida por
2%y + xy?) sin(z — y
CYFADMEZI) o (29) # (0.0)
fla,y) = vy :

se (z,y) = (0,0)
a) Estude a continuidade de f em R2.

af of

)

b)

c) Estude a diferenciabilidade de f em (0,0).
)

Calcule

d) Sabendo que %(O,y) =—siny YyeRe Z—;j(m,()) =sinx Vr e R,
0 f 0 f
lcul )
calcule 8x8y<0’0) e 8y8x(070)

of of of

e) O que pode concluir sobre a continuidade das fun¢oes ——

dx’ Oy’ dxdy

82

Oyox

(S

no ponto (0,0)? Justifique as respostas.



10. Seja g : R? — R uma fungao de classe C? (isto ¢, todas as derivadas
parciais de g de 1* e 2* ordem existem e sao continuas em todos os pontos

, 0 9]
de R?). E possivel ter-se 8_9 =xr+ye 8_9 =y — x? Justifique a resposta.
T Y

11. Seja z = f(u,v) a fungao definida por z = 22 + 3zy + %, em que

. . 0z 0z T
x =sinu + cosv, y = sinu — cosv. Calcule — e — no ponto (—, —)
U v 23
12. Seja f : R? — R uma funcao diferencidvel, cujo gradiente é
1 1
Vf(u,v) = v , — ,ew:R? — R a funcao definida
(u—1(u+v) u+wv
por U}(ZE, y) - f($2 - Y, QJZy)

ow 1 *w 1
Calcule o (0, 5) e 3y 0 (0, §>

13. Seja w = f(u,v) uma fungdo com derivadas de todas as ordens, para a
2

0°f 0*f 0*f
qualsetema 5(3,0) = =3, Bud ——(3,0) = 3, 5 +5(3,0) = —1. Sendo

0?
uw=1y+e*, v=axy, calcule 8—15(0, 2).

14. Considere a funcao w : R*> — R definida por w = f(u,v), em que
u=—xyz, v=_2axy+ 2% e f éuma funcao de classe C? em R?, para a qual
of of
tem =——(—2,2) = -3, —(—2,2) =1,

o f o2 f o f L
8’&2( 2 2) 47 auav(_2a2) = —1, v 2( 2 2)

Determine 2% (1, ~1, —2) : (1,-1,-2)
etermine ——(1, -1, e 5 o-(L,-1, :

15. Sejam f e ¢ fungoes diferencidveis, e z(x,y) a funcao definida por
82
z(z,y) = f(z + ¢(y)). Sabendo que ¢(1) =

0z
—1, calcule — e —(2,1) e W(Q 1)
em funcao das derivadas de f num ponto apropriado.

16. Seja ¢ : R? — R (de varidveis (u,v)) uma fungao de classe C? em R?
f:R* — R a funcao definida por f(z,y) = p(xr +y, zy). e f é uma
funcao de classe C? em R2.

a) Calcule as derivadas parciais de segunda ordem da fungao f,

(1,1) = Z‘é(l 1) = (jg (1,1) — 2—5(2 1). [1,5]

verifique que

or 2



0 0
b) Sabendo adicionalmente que _8_90(2’ 1) = 8—90(2, 1) =1 e que as
U v
derivadas parciais de segunda ordem de ¢ sao nao negativas, mostre
que o ponto (1,1) é ponto de estacionaridade de f, e verifique se é um
ponto séla, ou ponto de maximo ou de minimo local.

Observagao: Caso nao tenha resolvido a alinea a), admita que
o0 f

1
17. Considere a superficie definida por e~ + sin(zy2?) = 51 €0 ponto
B (1, —%, 1) sobre a superficie.

a) Determine o plano tangente a superficie no ponto F.

b) Indique a direcgao em que o declive da superficie no ponto Py é
maximo.

18. Considere a superficie em R? definida pela equacao
3+ 22y — 72+ 3y =—1

a) Determine o plano tangente a superficie no ponto (1,1, 1).

b) Determine a derivada direccional da funcao z(z,y) (funcdo definida
implicitamente pela equagao) no ponto (z,y) = (1,1) segundo a
direccdo do vector u = (—1,v/3).

¢) Indique a direcgdo em que o declive da superficie é méximo a partir do
ponto (1,1).

19. a) Estude quanto a maximos relativos, minimos relativos e pontos sela
a funcao

fla,y) = oy — 22" =y
b) Calcule os pontos de médximo e minimo (absolutos) da fungao

2z = 2% + y3 — 3wy sobre a circunferéncia % +y? =4 .

20. Calcule o méximo e o minimo (absolutos) da funcao
f(x,y) = -2 —y* + % + 1 no circulo {(z,y) € R?: 22 +4? < 1}.



21. a) Estude quanto a maximos relativos, minimos relativos e pontos sela
a funcao
f(z,y) = 2* +y® — 6xy + 6y + 3z + 2.

b) Determine os pontos mais préximo e mais afastado da origem da curva
definida por 5z% + 6xy + 5y = 8, e a partir do resultado obtido
identifique a curva, caracterizando-a do modo mais completo possivel
(por meio de um esbogo, se preferir).



